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1 Définitions

L’intégrale de Riemann est définie pour toute fonction continue par morceaux sur un inter-
valle fermé borné [a; b]. Il est alors naturel de se poser la question de savoir si cette notion peut
étre généralisée pour permettre la définition de I'intégrale d’une fonction définie et continue par
morceaux sur un intervalle quelconque. Dans ce chapitre, nous allons donner une réponse a cette
question pour une classe de fonctions localements intégrables.

Définition 1.1. On appelle intégrale généralisée (ou impropre) l'intégrale d’une fonction continue
sur un intervalle non borné ou l’intégrale d’une fonction mon bornée sur un intervalle borné.
Exemple -

1

—dx sur ]0,1] ousur [1,00]

xn
Définition 1.2. On dira qu’une fonction f est localement intégrable sur un intervalle quelconque
I si elle est intégrable surtout intervalle fermé borné [a;b] C I.

La définition et les propriétés de lintégrale de Riemann sur un segment fermé borné [a; b] sont
SUPPOSEs connus.

Notation. Dans tout ce chapitre, sauf mention du contraire, J désignera un intervalle de la
forme [a;b] ou |b;a] avec a € R et b € RU {+00; —o0}. Pour toute fonction f localement intégrable
sur J, on notera F': J — R la fonction définie, pour tout = € R, par

Fz) = / " e
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2 Convergence et divergence des intégrales généralisées

Définition 2.1. Soit f une fonction localement intégrable sur J.
1. On dit que lintégrale de f sur J est convergente si hHllo F(x) existe et est finie. Dans le cas
X—
contraire, on dira que l'intégrale de f sur J est divergente.

2. Si Uintégrale de f est convergente sur J = [a;b[, on pose

/J F(t)dt = / b F(t)dt = tim. / " Fyar

3. Si lintégrale de f est convergente sur J =]b;a], on pose

| se= [ soae = i [ reoar

L’intégrale / f(t)dt est appelée intégrale généralisée de f sur J.
J

Définition 2.2. Soit f une fonction localement intégrable sur I =]by;ba| avec by;by € R. On dira
que l'intégrale de f est convergente sur I s’il existe un réel ¢ € I tel que les intégrales fbcl f(t)dt et

fcb2 f(t)dt sont convergentes, on pose alors
bo c bo
/f(t)dt = fyde= [ f(t)dt+ ft)dt
I by by c

Remarque -
— La dénition ci-dessus ne dépend pas du choix du réel c.

— Dans ce qui suit, ’expression ”étudier la nature de / f(t)dt” est un raccourci pour
J

”étudier la convergence de l’intégrale de f sur J”.
— Si fJ f(t)dt est convergente, comme dans le cas des intégrales de Riemann, on adopte la

b a
convention/ f)dt = —/b f®)dt .

Les remarques et propriétés suivantes sont immédiates :

Proprété 1. 1. Soit f localement intégrable sur J. Si / f(t)dt est convergente alors, pour tout
J

c € J, on a la relation de Chasles

/ab F(t)dt = /acf(t)dt + /Cb Ft)dt

2. Si f et g sont localement intégrables sur J et si / f(t)dt et / g(t)dt sont convergentes alors,
J J

pour tous a; 8 € R, /(af(t) + Bg(t))dt est convergente et on a
J

/J (af () + Bo(t))dt = o /J )t + 8 /J g(t)dt

3. Soit 0 < a < 400 et f localement intégrable sur | — o; af. Alors :



[0}

— Si f est paire alors /

—

e
f(t)dt est convergente si et seulement si / f(t)dt est convergente
0

et dans ce cas : N N
f(t)dt = 2/ f(t)dt
—a 0

«

— Si f est impaire alors /

—Q

«
f(t)dt est convergente si et seulement si / f(t)dt est conver-
0

gente et dans ce cas :

" )t =0

—a
Exemples -

1. La fonction qui & t — % localement intégrable sur ]0;1] et, pour tout z €]|0;1], on a

1
1
—dt =2 — 2\/z;
/gc\/i ve

et donc

1
1
—dt =1lm 2 — 2z =2
/0 Vi a0 v

est localement intégrable sur [0; +oo| et, pour tout z > 0, on a

/ etdt=1—e"%;
0

2. La fonction qui & t — ¢~

et donc
+oo
/ etdt= lim (1—-e*)=1
0 Tr—+00
3. La fonction qui & t — sin¢ est localement intégrable sur | — 0o, 0] et, pour tout z < 0,

0
/ sintdt = cosx — 1
T

. . 0 . .
or lim cosx n’existe pas donc f_oo sintdt diverge.
Tr—r—00

est localement intégrabl sur | — oco; +00[ et, pour tout = > 0

1
4. La foncti iat— ——=
a fonction qui a e

et y<0,ona

! o 1
/ ——dt = arctanxz et / ——dt = — arctany;
o 1+t y 1+12

et donc
+oo 1 _
/ ——dt = lim arctanx = —;
o 1+t et i 5
0
1 ) -
| = lim (—aretang) = 7
Finalement,

too g too g |
— _dt= — — dt=
/_Oo 1+ /O 1+ +/_001+t2 i



1
dt
5. Nous allons étudier la nature de l’intégrale généralisée / . La fonction qui a

21

1
t — o est localement intégrable sur | — 1;1[ et est paire, donc étudier la nature de

1 1
dt dt
/ est équivalent a étudier la nature de / ———— . Or, pour tout z € [0;1], on a

/izl/ S dtzlln -z
o 2—1 2/ \t—1 t+1 2 x+1

Ainsi

1

En conclusion, / n’est pas convergente.

21
+oo

Remarque - Attention, si f est localement intégrable sur |—oo; +o0[, la convergence de / f(t)dt
—o0

0 “+o0
est équivalente & la convergence des intégrales / ft)dt et / f(t)dt. 11 est alors important
—o00 0

x

de noter que l’existence de la limite liIE (t)dt n’entraine pas la convergence de ’intégrale
r—+oo [
+o0 ‘
/ ft)dt.
o0

Par exemple, pour tout z > 0, on a

xT
/ sintdt = 0;
—T
+oo

(car la fonction ¢ — sint est impaire). Néanmoins, on a vu en (3) que I'intégrale / sin tdt
— 00
n’est pas convergente.

Nous allons finir cette section par la donnée d’une classe importante d’intégrales généralisées connues
sous le nom d’intégrales de Riemann. Ces intégrales généralisées sont tres utiles lors des tests de
comparaison (Voir Corollaires et

Exemples -(Intégrales de Riemann)
1. On considére l’'intégrale généralisée

1
dt
— ou aclR
0 t
Pour tout z €]0;1], on a
/1dt X —1nx1 si a=1
T te m(l*xa_l) Si O[?él

Puisque lim, ,o+ Inz = —o0 et

. 1 _{ 0 si a<l;

zo=1 7 ] +oo si a>1;

z—0t
on déduit que

bt
/ ;o converge <o <1 (2.1)
0

et dans ce cas,




2. On consideére ’intégrale généralisée

oo dt

/ —; ou a«a€elR
ta

1

Pour tout = € [1;+00[, on a

z Inz si a=1
/ ﬂ = 1 1 .

Puisque lim;_, ;o Inz = 400 et

. 1 {—i—oo si a<l;
lim —— =

z—too g1 0 si a>1,;

on déduit que

oo dt
/ 7o comverge <= a> 1 (2.2)
1
/+°° a1
1 tr a—1

/"FOC dt
o t*

et dans ce cas,
Remarque - ’'intégrale généralisée

n’est jamais convergente.

3 Intégrales généralisées des fonctions gardant un signe constant

Soit f une fonction localement intégrable sur J. On suppose qu’il existe ¢ € J tel que f garde
un signe constant sur I = [¢; b[ ou I =]b; c]. Comme les intégrales généralisées

/J FOdt et /I F(t)dt

sont de méme nature, on peut supposer que I = J. Aussi les intégrales généralisées

[ 1w e [ (=rwpa

sont de méme nature, on peut supposer que f est positive. Dans ce cas, I’étude de l'intégrale
généralisée / f(t)dt est relativement simple et repose essentiellement sur les critéres de convergence

des intégrales généralisées qui suivent. Ce sont des criteres simples a vérifier et permettent de déduire
la convergence d’une large classe d’intégrales généralisées. Il est important de noter que ces criteres
ne sont valables que pour les fonctions qui gardent un signe constant au voisinage de b. Nous allons
énoncer ces criteres pour les fonctions positives.

Proprété 2. (Critére de comparaison)
Soient f et g deuzr fonctions localement intégrables sur J telles que, pour tout x € J on a 0 <

f(z) < g(x). Alors :

1. Si/g(x)dx converge alors/f(ac)d:v converge.
J J
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2. Si/f(:z:)da: diverge alors/g(x)d:z: diverge.
J J

Exemple - Soit a > 1, alors [ = f1+oo Sii(t)

dt est convergente. En effet, on a

.2
sin”(t) < 1

0<L
-« t

+oo .
or fl t%dt est convergente car o > 1, donc par comparaison / est convergente.

Théoréme 1. (Critére d’équivalence)
Soient f et g deux fonctions positives localement intégrables sur J. Alors :

1. Si f ~ Mg avec 0 < M < +o0 alors les intégrales généralisées [, g(x)dx et [, f(x)dx sont de

meme nature.

2. Si lim /@) =0 et / g(x)dx converge alors / f(x)dx converge
z—b g(x) J J

3. St lim f@) = 400 et / g(x)dx diverge alors / f(x)dx diverge.
z—b g(x) J J

1
En prenant dans ce théoreme g(t) = o et en combinant li et 1) avec les résultats du
Théoreme , on obtient les deux corollaires tres usuels suivants.

Corollaire 1. Soient a > 0, o € R et f une fonction positive, localement intégrable sur |0, a] avec

lim t*f(t) =M

t—0+
Alors :

a
1. §i0< M < 40 alors / f(t)dt est convergente si et seulement si o < 1.
0
a
2. Si M =0 eta<l alors / f(t)dt est convergente.
0

a
3. St M =400 et > 1 alors / f(t)dt est divergente.
0

Corollaire 2. Soient a > 0, a € R et f une fonction positive, localement intégrable sur [a;+o0|
avec

lim t°f(t) = M

t—+o0

Alors

+oo
1. §i0< M < 40 alors / f(t)dt est convergente si et seulement si o > 1.
a
+oo
2. Si M =0 eta>1 alors / f(t)dt est convergente.
a

+oo
3. St M =400 et a <1 alors / f(t)dt est divergente.
a

Exemples -



1. Nous allons étudier la nature de

1 .

In(1+t)s

I, = / In(1 + ) sin(t) +ti)bm(t)dt, a>0
0

In(1+1¢)sin(t) txt 1

0<
— to 0 to ta72

or l'intégrale [ W%Q converge si et seulemnt si  —2 <1 c.a.d a < 3, on déduit

I, converge si et seulemnt si « < 3.

+oo
I:/ Int gt
1 241

est continue et positive sur [1;+oo[. En plus,

2. Nous allons étudier la nature de

Int
La fonction ¢ — Bt
241

. 3 lnt
lim ¢2 =0
t—+oo 241

Donc, d’apres le corollaire ([2]), I’intégrale I est convergente.

4 Intégrales généralisées des fonctions de signe quelconque

4.1 Intégrales généralisées absolument convergentes

Définition 4.1. Soit f continue sur un intervalle quelconque I. On dira que /] f(t)dt est absolument
convergente si /I |f(t)|dt est convergente.

Théoréme 2. Soit f localement intégrable sur un intervalle quelconque I. Si /f(t)dt est absolu-
I

ment convergente alors elle est convergente et on a

' / f(t)dt‘ < [l

Exemples - la réciproque est fausse, il existe des intégrales qui sont convergente mais pas
absolument convergente, on les appelles intégrales semi-convergenes.

Définition 4.2. Soit f localement intégrable sur un intervalle quelconque 1. On dira que /f(t)dt
I
est semi-convergente si / |f(t)|dt est divergente et /f(t)dt est convergente.
I I

Exemples -Nous allons montrer que

!sin(1)

| mdt
est absolument convergente. La fonction { — bm(%) est continue sur ]0;1] et ne garde pas un
signe constant au voisinage de 0. On a s
sin(4) < 1
B sint| ~ +/sint




et

li vt 1
1m =
t—0T \/sint

est convergente. En utilisant le Théoréme 1) on
Vsint

Donc, d’apres le corollaire ', /

déduit que [ bmf 2 it est absolument convergente et donc convergente.

4.2 Critere d’Abel

L’étude des intégrales généralisées des fonctions dont le signe varie sur leur domaine de définition
est plus difficile que celles gardant un signe constant. Le critéere d’Abel, simple a retenir et a ap-
pliquer, permet de déduire la convergence des intégrales généralisées d’une large classe de telles
fonctions.

Théoréme 3. (Critére d’Abel)
Soient f et g localement intégrables sur [a,+o0[ et telles que :

1. la fonction g est décroissante a valeurs positives sur [a, +oo[ avec

A 9 =0
2. il existe un réel M > 0 tel que :
Vz € [a, 400, / f(t)dt’ <M

+oo
Alors, lintégrale / f(t)g(t)dt est convergente.
a

+00 smtdt

Exemples -En utilisant le critére d’Abel, nous allons montrer que, pour tout 0 < a < 1, f

est convergente. Posons
1
f@t) =sint et g(t)= o
on a d’une part la fonction ¢ — ¢(¢) est décroissante et lim;_,~ g(t) = 0.

D’autre part,

T

V€ [1,+o0],

f(t)dt‘ = |cos(z) + cos(1)] < 2
Les conditions du Critere d’Abel sont vérifiées et donc fl o Smtdt est convergente.

4.3 Intégration par parties et changement de variables

Dans le cas des intégrales généralisées, 'intégration par parties permet d’abord de déduire la
convergence et, ensuite, comme dans le cas classique, de calculer les intégrales.

Théoreme 4. Soient u et v deux fonctions de classe C1 sur J telles que limy_,, u(t)v(t) eviste et
est finie. Alors fJ t)dt et fJ '(t)dt sont de méme nature et quand elles convergent on a

/ (o)t = [u(t)o(t)], — / () () dt

J J

Il important de noter que la notation [u(t)v(t)]; implique %irrll)u(t)v(t). Ainsi, par exemple, si J =
%

[a;b], on a

[u(t)v(t)]s = limu(t)v(t) — u(a)v(a)

t—b



Remarque - Ce théoréme est a utiliser avec précaution : on commence d’abord par calculer
limy_,; u(t)v(t) et étudier la convergence de 'une des deux intégrales [, u'(t)v(t)dt et [, u(t)v'(t)dt
(la plus simple bien sir), une fois on a la convergence on peut écrire 1’égalité ci-dessus.

Théoréme 5. Soit ¢ de classe C' et monotone sur J et f continue sur ¢(.J). Alors ff f(o(t)d (t)dt

et fﬁ((;)) f(u)du sont de méme nature et quand elles convergent on a

b
[ e = [ rwd
a @
Remarque - Un changement de variable peut transformer une intégrale simple en une intégrale

T
généralisée et vise-versa. Par exemple, / Cpp— est transformée apreés le changement de
0 cos

X t oo 9du
variable u = tan - en —_— .
2 0 3 + U2
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